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Lista de Exercícios do 2o Exercício Escolar

Prof. Alexandre Stamford

1) Dadas as funções : 

F1 ( x, y, z) = 3x + 5y +4z

F2 ( x, y, z) = 5x + 8y +3z

F3 ( x, y, z) = x + 2y +5z


Use o determinante Jacobiano para verificar se existe dependência funcional entre F1, F2 e F3.

SOLUÇÃO: 
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Como o determinante Jacobiano é nulo para todos os valores de x, y e z, podemos afirmar que o conjunto das funções é linearmente dependente.

2) Seja T: R3 ( R3 dada por T(x, y, z) = ( x -2y, z, x + y). T é um isomorfismo? 

Solução :

Para responder a essa pergunta é necessário saber se a transformação é injetora e sobrejetora, isso é, saber se ela é bijetora. Em outras palavras queremos saber se existe apenas um vetor correspondente a cada vetor da transformação e se existe um vetor transformado para cada vetor. Para tanto precisamos analisar as dimensões do núcleo e da imagem de T.

Se o núcleo é formado pelos vetores que têm  imagem (transformação) nula. Assim, se deve existir apenas um vetor associado a cada vetor na transformação, o núcleo deve ser constituído de apenas um elemento, o vetor nulo, sendo sua dimensão nula.

E a imagem deve ser formada pela combinação linear de 3 vetores do R3 , que devem ser linearmente independentes para formarem uma base para esse espaço de tal forma que todo vetor do espaço terá uma representação.

Se isso ocorrer a transformação será um isomorfismo.

Ker T = { (0, 0, 0)} = { (x, y, z) / T(x, y, z) = (0, 0, 0)} 

     = {(x, y, z) /  ( x -2y, z, x + y) = (0, 0, 0)} ou seja,


x – 2y = 0 ; z = 0 e x + y = 0  a única solução viável será o vetor nulo logo, a dimensão do núcleo é nula e T é injetora.

Im (T) = {( x -2y, z, x + y) : x, y, z ( R} = {x ( 1,0 ,1) + y (-2, 0, 1) + z (0, 1, 0): x, y, z ( R}

Assim, a imagem é formada pela combinação linear de três vetores do R3 que são linearmente independentes e todo vetor terá sua representação, logo, T é sobrejetora.

Assim, T é bijetora ou seja, T é um isomorfismo.

3) Demostre que o teorema de Pitágoras é válido para vetores, usando métodos vetoriais

Solução:

Considere o triângulo retângulo formado pelos vetores perpendiculares (ortogonais) 
[image: image2.wmf]A
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 e 
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 com hipotenusa 
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, como na figura:

[image: image46]
 

Tem-se então:
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Como os vetores são ortogonais o produto interno deles é nulo, 
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 então, substituindo no último passo da equação acima resulta em 
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, o que mostra a validade do teorema de Pitágoras.

4) Verifique se a aplicação abaixo é uma forma bilinear.

B:R​2xR2 ( R definida por  B[(x1, y1), (x2, y2)] = x1 + y2
Solução:
Para ser uma forma bilinear é necessário que para todo v, z e w ( V (espaço vetorial onde a forma é definida)  e a ( R, as seguintes condições sejam satisfeitas:

I- B(v + z, w) = B(v , w) + B(z , w)

II- B(av , w) = aB(v , w)

III- B(v , z + w) = B(v , z) + B(v , w)

IV- B(v , aw) = aB(v , w)

No caso em questão os vetores pertencem ao R2 isso é, v = (x1, y1) ; w = (x2, y2) ; e z = (x3, y3).

Basta verificar as condições:

I- B[(x1, y1) + (x3, y3), (x2, y2)] = B[(x1+ x3 , y1 + y3), (x2, y2)]

Aplicando B tem-se:  x1 + x3 + y2 como esse resultado difere de :

B[(x1+ x3 , y1 + y3), (x2, y2)] = B[(x1 , y1 ), (x2, y2)] + B[(x3 , y3), (x2, y2)] que é :

x1 + y2 + x3 + y2 então a forma não é bilinear e não é necessário testar as outras hipóteses

5) Uma forma quadrática Q é chamada positiva definida, se para todo v ( 0, Q(v) > 0.

a) Quais as condições nos autovalores da matriz associada a forma quadrática para que ela seja definida positiva?

b) A forma quadrática Q: R​2 ( R dada pela matriz associada (em relação a base canônica) 
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 é positiva definida?

Solução:

a) Os autovalores devem ser positivos pois, pode-se diagonalizar a matriz através de seus autovalores. Vamos exemplificar através de uma matriz de 2ª ordem, sendo facilmente estendido para as demais ordens.

Seja uma matriz 2x2 associada a uma forma quadrática. Sejam (1 e (2 seus autovalores. É possível, em muitos casos diagonalizar a matriz original para a forma:
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, de tal forma que a forma quadrática será: 
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que deve ser positiva para todo vetor não nulo do R2. Assim, tem-se: 
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ora, o sinal da expressão dependerá apenas do autovalores e não dos vetores e para garantir que a expressão seja sempre positiva, os autovalores devem ser positivos.

b) Dada as conclusões da letra a) basta acharmos os autovalores da matriz associada e verificar se são positivos.

O polinômio característico para acharmos os autovalores é dado por: 
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No caso teremos:
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 então as raízes do polinômio
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 serão os autovalores da matriz associada a forma quadrática. São eles:
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 assim existe um autovalor negativo e pode-se concluir que a forma quadrática não é definida positiva.

6) Dada a matriz abaixo, ache os autovalores, os autovetores, a base e verifique se ela pode ser diagonalizável.
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Solução: 

O polinômio característico para acharmos os autovalores é dado por: 
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No caso 
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Os autovalores são então: (1=4 (2 = (3 = -2.

A fórmula para achar os autovetores é: 
[image: image23.wmf][
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Os autovetores são:

Associados a (1=4
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 escalonando chega-se a:
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 ou seja x = y ; y = y ; z = 2y . Na forma vetorial y( 1, 1, 2). Assim, os autovetores associados a (1=4 são os múltiplos do vetor v = (1, 1, 2)

Associados a (2=(3= -2
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 escalonando chega-se a:
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 ou seja x = y -z ; y = y ; z = z . Na forma vetorial ( y-z, y, z), que pode ser escrito assim: y( 1, 1, 0) + z(-1, 0, 1). Dessa forma, os autovetores associados a (2=(3= -2 são combinações lineares dos vetores w = ( 1, 1, 0) e u = (-1, 0, 1).
Assim, existem 3 autovetores linearmente independentes. Resta saber se geram o R3. A matriz formada pelos autovetores é :
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 cujo determinante é 2, o que significa que o sistema linear formado por essa matriz para qualquer vetor b em R3 é determinado, assim, os vetores geram R3.

Logo, formam uma base para o R3.

A base é : { (1, 1, 2), ( 1, 1, 0) , (-1, 0, 1)}

Para A ser diagonalizável a inversa de p  (p-1) deve existir. Como seu determinante é diferente de zero a inversa existe e A é diagonalizável ou seja:
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7) Dada a matriz abaixo, ache os autovalores, os autovetores, a base e verifique se ela pode ser diagonalizável.
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Solução: 

O polinômio característico para acharmos os autovalores é dado por: 
[image: image34.wmf][
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No caso 
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Os autovalores são então: (1=4 (2 = (3 = -2.

A fórmula dos autovetores é: 
[image: image38.wmf][
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Os autovetores são:

Associados a (1=4
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 escalonando chega-se a:
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 ou seja x = 0 ; y = z ; z = z . Na forma vetorial z( 0, 1, 1). Assim, os autovetores associados a (1=4 são os múltiplos do vetor v = (0, 1, 1)

Associados a (2=(3= -2
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 escalonando chega-se a:
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 ou seja x = y ; y = y ; z =0 . Na forma vetorial  y(1, 1, 0). Assim, os autovetores associados a (2=(3= -2 são os múltiplos do vetor w = (1, 1, 0)

Assim, existem 2 autovetores linearmente independentes. Como o número de vetores é diferente do número da dimensão do espaço esses vetores não formam uma base para o R3, porém, a base da matriz A é : { (0, 1, 1), ( 1, 1, 0)}

Como só existem 2 autovetores então a inversa de p (matriz dos autovetores de A) não existe e A não é diagonalizável.

8) Seja T: R3 ( R3 dada por T(x, y, z) = ( x , 0, 3z). Calcule o núcleo e a imagem dessa transformação e suas dimensões.

Solução:

A imagem da transformação é a transformação correspondente a cada vetor do espaço vetorial original. Procura-se então por um número mínimo de vetores que possam, através da combinação linear desses, representar qualquer transformação de qualquer vetor do espaço original.


Dado um vetor arbitrário do espaço original, no caso o R3, (x, y, z) sua transformação seria T(x, y, z) = ( x , 0, 3z) ou T(x, y, z) = x ( 1, 0, 0) + z ( 0 , 0, 3), ou seja qualquer vetor da imagem pode ser representado por uma combinação linear dos vetores ( 1, 0, 0) e ( 0 , 0, 3) assim, esses vetores formam uma base para a imagem da transformação. Em outras palavras um vetor qualquer do espaço original pode ser representado pelos coeficientes da combinação linear desses dois vetores. Exemplo: v = ( 2, 3, 7) ; T(v) = (2, 0, 21) = 2 (1, 0, 0) + 7(0, 0, 3) ou seja a imagem do vetor v= (2, 3, 7) é vI = (2, 0, 7) onde vI significa o vetor v na base I da imagem.


Então a imagem é : Im(T)= { v = (x, y, z) ( R3 / T(v) = x ( 1 , 0, 0) + z ( 0 , 0, 3)} ou é o cojunto de vetor formado pela base I = {(1, 0, 0) , (0, 0, 3)}


Como a definição de dimensão afirma, o número de vetores de uma base é chamado de dimensão, logo, a dimensão da imagem de T é dois, pois todos os vetores da imagem podem ser representados como uma combinação linear de apenas dois vetores.


O núcleo de T é o conjunto de vetor que têm como imagem o vetor zero. Assim, qualquer vetor com imagem nula pertence ao núcleo. Essa afirmação implica na seguinte igualdade: 



T(x, y, z) = ( 0 , 0, 0) entretanto T(x, y, z) = ( x , 0, 3z)

conclui-se então que para pertencer ao núcleo T(x, y, z) = ( x , 0, 3z) = (0, 0, 0) por igualdade de vetores, isto é, para dois vetores serem iguais cada uma de suas componentes devem ser iguais, x = 0; 0 = 0; 3z = 0, ou seja x e z devem ser nulos porém, y pode assumir qualquer valor pois nenhuma restrição foi imposta a essa componente do vetor original. Então o núcleo é qualquer vetor do tipo u = (0, y, 0) ou, em termos de combinação linear, u = y (0, 1, 0). Assim, o núcleo é formado pelos múltiplos do vetor (0, 1, 0), da mesma maneira que na imagem, esse vetor forma uma base para o núcleo, logo, o núcleo tem dimensão unitária.

Para verificar se nossas conclusões são verdadeiras podemos recorrer a seguinte fórmula:

dim( espaço ) = dim (Im) +dim (Ker) onde Ker é a representação do núcleo. No caso em questão tem-se:

dim( R3 ) = dim (Im(T)) +dim (Ker(T))= 2 + 1 = 3.

9) Seja T: R2 ( R3 dada por T(x, y) = ( x , x + 6y, -x + 6y). Calcule o núcleo e a imagem dessa transformação e suas dimensões.

Solução:

A imagem da transformação é a transformação correspondente a cada vetor do espaço vetorial original. Procura-se então por um número mínimo de vetores que possam, através da combinação linear desses, representar qualquer transformação de qualquer vetor do espaço original.


Dado um vetor arbitrário do espaço original, no caso o R2, (x, y) sua transformação seria T(x, y, z) = ( x , x +6y, -x + 6y) ou T(x, y, z) = x ( 1, 1, -1) + y ( 0 , 6, 6), ou seja qualquer vetor da imagem pode ser representado por uma combinação linear dos vetores ( 1, 1, -1) e ( 0 , 6, 6) assim, esses vetores formam uma base para a imagem da transformação. Em outras palavras um vetor qualquer do espaço original pode ser representado pelos coeficientes da combinação linear desses dois vetores. Exemplo: v = ( 2, 1) ; T(v) = (2, 8, 4) = 2 (1, 1, -1) + 1(0, 6, 6) ou seja a imagem do vetor v= (2, 1) é vI = (2, 1) onde vI significa o vetor v na base I da imagem.


Então a imagem é : Im(T)= { v = (x, y) ( R2 / T(v) = x ( 1 , 1, -1) + y ( 0 , 6, 6)} ou é o cojunto de vetor formado pela base I = {(1, 1, -1) , (0, 6, 6)}


Como a definição de dimensão afirma, o número de vetores de uma base é chamado de dimensão, logo, a dimensão da imagem de T é dois, pois todos os vetores da imagem podem ser representados como uma combinação linear de apenas dois vetores.


O núcleo de T é o conjunto de vetor que têm como imagem o vetor zero. Assim, qualquer vetor com imagem nula pertence ao núcleo. Essa afirmação implica na seguinte igualdade: 



T(x, y) = ( 0 , 0, 0) entretanto T(x, y) = ( x , x + 6y, -x + 6y)

conclui-se então que para pertencer ao núcleo T(x, y) = ( x , x + 6y, -x + 6y) = (0, 0, 0) por igualdade de vetores, isto é, para dois vetores serem iguais cada uma de suas componentes devem ser iguais, x = 0; x + 6y = 0; , -x + 6y = 0, ou seja x, y e z devem ser nulos. Então o núcleo é formado por um único vetor, o vetor nulo (0, 0, 0).

Para verificar a dimensão do núcleo podemos recorrer a seguinte fórmula:

dim( espaço ) = dim (Im) +dim (Ker) onde Ker é a representação do núcleo. No caso em questão tem-se:

dim( R2 ) = dim (Im(T)) +dim (Ker(T)); 2 = 2 + dim (Ker(T)) logo, dim (Ker(T))= 0.

10) Ache k de modo que os vetores u = ( 1, 2 , k, 3) e v = ( 3, k, 7, -5) sejam ortogonais entre si. 

Solução:
Para que dois vetores sejam ortogonais é necessário que o produto interno deles seja nulo ou seja < u, v > = 0, assim, fazendo o produto interno dos vetores, isso é, multiplicando-se cada uma de suas respectivas componentes, acha-se:

< u, v > = 3 + 2k + 7k –15 = 0 ou seja 9k = 12;  k = 4/3. 

Assim, para que os vetores sejam ortogonais é necessário que k seja igual a quatro terços, ou que os vetores sejam: u = ( 1, 2, 4/3 ,3) e v = (3, 4/3 , 7, -5).
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