PROGRAMAÇÃO LINEAR OU MODELOS DE OTIMIZAÇÃO LINEAR


É um subitem de programação matemática é um dos elementos utilizados em pesquisa operacional. É um modelo de otimização.

Objetivo: 

"Alocar recursos escassos (ou limitados) a atividades em concorrência (em competição)" .

Dificuldades: 

"Modelar corretamente".

A arte de modelar é adquirida com experiência e aptidão é a parte mais difícil da análise.

EXEMPLO INICIAL


Uma empresa pode fabricar dois produtos (1 e 2). Na fabricação do produto 1 a empresa gasta nove horas-homem e três horas-máquina (a tecnologia utilizada é intensiva em mão-de-obra). Na fabricação do produto 2 a empresa gasta uma hora-homem e uma hora-máquina (a tecnologia é intensiva em capital). Sendo x1 e x2 as quantidades fabricadas dos produtos 1 e 2 e sabendo-se que a empresa dispõe de 18 horas-homem e12 horas-máquina e ainda que os lucros dos produtos são $4 e $1 respectivamente, quanto deve a empresa fabricar de cada produto para obter o maior lucro possível (ou o lucro máximo ou ainda maximizar o lucro) ?

TRANSFORMANDO OS DADOS EM EXPRESSÕES MATEMÁTICAS

A FUNÇÃO LUCRO


Admitindo que não há economia de escala mas quantidades fabricadas quanto ao lucro, a função lucro é uma função linear de x1 e x2 ou seja:

L = 4 x1 + x2
esse lucro deve ser maximizado por uma escolha de x1 e x2 

  

Max 
 L = 4 x1 + x2 
 

x1, x2 

Se o problema parasse aqui o lucro seria ilimitado. Porém, existem recursos limitados.

As Restrições:


O que limita as quantidades fabricadas aqui são as horas-homem e horas-máquina disponíveis. Assim, as quantidades fabricadas e as horas utilizadas de cada recursos não podem ultrapassar as quantidades de recursos disponíveis ou seja:

H-H    

9x1 +  x2  ( 18    e 

H-M   

3 x1 + x2 (  12


Assim, o lucro só poderá crescer até esses limites.

O PROBLEMA


O problema é então:

Max 
 L = 4 x1 + x2 
 

x1, x2 



sujeito a 

horas-homem


9x1 +  x2  ( 18



horas-máquina

3 x1 + x2 (  12





x1 ( 0 e x2 ( 0


Como o problema é de Segunda dimensão e as funções e inequações são lineares, podemos obter uma solução fácil graficamente. 
SOLUÇÃO GRÁFICA


Primeiro precisamos saber, dado as restrições, quais as possíveis combinações dos produtos que se pode fabricar. Isso é, precisamos verificar qual ou quais as áreas que satisfazem as restrições, pois a empresa só pode dispor dos recursos "disponíveis".


 H-H 


9x1 +  x2  ( 18
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H-M 


3x1 +  x2  ( 12
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Como a empresa não pode violar nenhuma das restrições precisamos saber a área onde as duas restrições são válidas, isso é, a interseção das duas regiões de restrição, chamada de conjunto de possibilidades ou conjunto viável.

Conjunto Viável 
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Resta agora maximizar o Lucro.

L = 4 x1 + x2
Ora, o lucro é uma constante para cada uma das combinações da  x1 e x2. Assim, lucros diferentes geram retas paralelas onde o lucro é constante em cada reta ou seja, as retas são iso-lucros.
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Então é só traçar iso-lucros no gráfico do conjunto viável e obter a iso-lucro de maior lucro que seja possível de se fabricar das restrições.

Assim, 
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Logo, o lucro máximo é 13 e deve-se fabricar x1 = 1 e x2 = 9 para obtê-lo. Esses valores são fixados diretamente do gráfico. Veja o que acontece com as restrições nesses valores, não há sobras.


Como poderíamos conseguir essa solução analiticamente?

  O MÉTODO SIMPLEX


O método simplex é um algoritmo criado para se obter a solução algebricamente.  Um algoritmo é um conjunto de regras que devem ser seguidas passo a passo para se obter, no final, o resultado desejado.


Nessa parte do curso daremos uma pequena noção do método simplex e sua solução, depois formalizaremos os conceitos envolvidos e generalizaremos para n-variáveis e m-restrições.

A idéia é a seguinte: 

Dado o problema na forma matemática

 Max 
 L = 4 x1 + x2 
Forma 

x1 x2 

Padrão



s. a 

9x1 +  x2  ( 18




3 x1 + x2 (  12


Precisamos arranjá-lo de tal forma que possamos resolvê-lo. 

Bem, se as desigualdades fossem igualdades, as restrições seriam um conjunto de equações lineares e essa nós sabemos resolver. 


Consegue-se isso acrescentando a cada restrição uma variável a mais, essas novas variáveis são chamadas de variáveis de folga, para restrições do tipo (. (Existem também as chamadas variáveis de excesso, para restrições do tipo (, mais isso é outra história). 

Assim podemos escrever :

(1)  9x1 + x2  + x3 = 18 pois, caso 9x1 + x2 não seja igual a 18, x3 está lá para garantir a igualdade.

(2) 3x1 + x2 + x4  = 12 pois, caso 3x1 + x2 não seja igual a 12, x4 está lá para garantir a igualdade.


Essas novas variáveis, também devem ser maiores ou igual a zero para garantir  a exigência das restrições.

OBS: Caso a restrição fosse por exemplo 9x1 + x2  ( 18 a introdução seria 9x1 + x2 -x3 = 18, com x3 ( 0. Ou multiplicaria-se a restrição por menos 1 transformando-a numa restrição de desigualdade (. 


Só nos resta o lucro. O lucro é uma equação e não uma inequação, logo não precisamos introduzir variáveis.


O sistema linear fica assim:

(l0)        L - 4x1  -  x2                   =  0

(l1)              9x1 +  x2  +  x3          = 18

(l2)              3x1 +  x2         + x4    = 12


Feito isso  podemos proceder com o algoritmo simplex.

As etapas são:

1. Ache uma solução viável para o sistema linear. (A solução viável mais fácil no caso é x1= 0, x2= 0 , x3 = 18, x4 = 12; chamada de solução trivial). Definir as variáveis usadas na solução como VB e as não usadas como VNB. VB = Variável Básica e VNB = Variáveis não Básicas.

2. Identifique a variável que tem o maior impacto na função objetivo. Isso é, a que tem o coeficiente mais negativo (devido à nova arrumação feita na função objetivo) na equação correspondente  a função objetiva. (No exemplo é x1, com o coeficiente - 4 )

3. Aumentar o valor da variável (de maior impacto) identificada no item 2 em todas as restrições até que esse aumento seja limitado por algum recurso. ( No exemplo podemos aumentar x1 até 2 em l1 e até 4 em l2. Assim, x1 deve ser igual a 2 pois um valor maior do que 2 viola l2).

4. Identificar em que linha esse valor limite ocorre. (No caso em l1) 

5. Identificar a variável básica com a qual a variável identificada no item 2 pode trocar quantidades. ( No exemplo x3 )

6. Fazer a variável básica igual a zero.

7. Definir a variável identificada no item 2 como variável básica entrando (VBE) e definir a variável básica no item 5 como variável básica saindo (VBS). ( x1 e VBE e x3 e VBS )

8. Fazer o coeficiente de VBE igual a 1 na linha da VBS.(No exemplo 9x1 + x2 + x3 =18 torna-se: x1 +1/9x2 + 1/9x3 = 2.

9. Zerar os coeficientes de VBE nas demais equações do sistema através de operações elementares e apresentar o novo sistema.

10.  Redefinir como variável básica todas as variáveis básicas anteriores menos a VBS  mais a VBE e as não-básicas como as VNB Anteriores mais a VBS menos a VBE  e identificar o lucro e os valores das variáveis ( x1 = 2 ; x4 = 6 ; x2 = 0 ; x3=0 ; L=8).

11. Existe algum coeficiente negativo na equação da função objetivo(l0) ? Se sim, vá para o passo 2, se não, pare, essa é a solução viável ótima.

Dado o algoritmo vamos aplicá-lo ao exemplo.

Passo 1:

(l0)        L - 4x1  -  x2                   =  0

(l1)              9x1 +  x2  +  x3          = 18

(l2)              3x1 +  x2         + x4    = 12


A solução viável trivial (mais fácil ) é: x1=  x2 = 0 ; x3 = 18 ; x4 = 12; L = 0. As variáveis x1 e x2 não básicas e as variáveis x3 e x4  são básicas.

Passo 2:  x1 com o coeficiente -4.

Passo 3:  x1 pode ir até 2.

Passo 4:  ocorre em l1.

Passo 5:  x3.

Passo 6:  x3 = 0.

Passo 7:  x1 => VBE


    x3 => VBS

Passo 8: 

(l0)        L - 4x1  -  x2                               =  0

(l'1)              x1 +  1/9x2  +  1/9x3              =  2

(l2)              3x1 +     x2                + x4     = 12

Passo 9:  Multiplicando l'1 por 4 e somando a l0 obtemos l'0

               Multiplicando l'1 por -3 e somando a l2 obtemos l'2
(l'0)        L            -5/9x2   + 4/9x3                   =  8

(l'1)              x1 +  1/9x2  +  1/9x3                        =  2

(l'2)                       2/3x2  -  1/3x3  + x4                =  6

Passo 10:  x1 e x4  são básicas


     x2 e x3    são não básicas

Passo 11: Existe

Passo 2:  x2  única.

Passo 3:  em l'1 x2 pode ir até 18


   Em l'2 x2 pode ir até 9 ; x2 = 9

Passo 4:  ocorre em l'2.

Passo 5:  x4.

Passo 6:  x4 = 0.

Passo 7:  x2 => VBE


    x4 => VBS

Passo 8: 

(l'0)        L          - 5/9x2  +4/9x3

=   8

(l'1)              x1 +  1/9x2  +  1/9x3

=   2

(l2)              
          x2  -  1/2x3  + 3/2x4
=   9

Passo 9: -1/9l''2 + l'1 =  l''1

            
   -1/5l''2 + l'0 = l''0
L 


+ 3/18x3     + 15/18x4
= 13

x1

+  3/18x3       - 1/6x4
=   1

x2
-   1/3 x3      + 3/2x4
=   9

Passo 10:  x1 e x2  são básicas



     x3 e x4    são não básicas

Passo 11:  Não. A solução é ótima .




L = 13 ; x1 = 1 ; x2 = 9 ; x3 = x4 = 0

QUADRO FINAL DA SOLUÇÃO


x1
x2
x3
x4
b i

L
0
0
1/6
5/6
13

R1
1
0
1/6
-1/6
1

R2
0
1
-1/2
3/2
9








Existem 3 Teoremas fundamentais que tornam o método simplex válido. Esses teoremas serão apresentados sem demonstração. Para detalhes ver PUCINNI, 1942 Introdução à Programação Linear.

TEOREMA I:

"O conjunto de todas as soluções compatíveis do modelo de programação linear é um conjunto convexo C."

TEOREMA II:

"Toda solução compatível básica do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto das soluções compatíveis, isto é, do conjunto convexo C do teorema I .

TEOREMA III:
a) "Se a função objetiva possui um máximo (mínimo) finito, então pelo menos uma solução ótima é um ponto extremo do conjunto convexo C do teorema I"

b) "Se a função objetiva assume o máximo (mínimo) em mais de um ponto extremo, então ela forma o mesmo valor para qualquer combinação convexa desses pontos extremos."

LIMITAÇÕES DA PROGRAMAÇÃO LINEAR:

1) Coeficientes Constantes 

Quando o grau de incerteza dos parâmetros é muito grande é necessário tratá-los como variáveis aleatórias. a ij, bi e cj são consideradas como constantes conhecidas. Na realidade podem ser variáveis. Incerteza envolvidas ou variáveis aleatórias. Os modelos de Programação Linear usualmente são formulados no sentido de selecionar algum curso de ação futura . Por isso os parâmetros usados seriam baseados em numa predição de condições futuras, os quais introduzem inevitavelmente algum grau de incerteza.

2) Divisibilidade

Valores fracionários as vezes não fazem sentido. Assim, quando não for possível estabelecer essa divisibilidade parte-se para programação inteira. 

3) Proporcionalidade 

Assumi-se que o lucro é proporcional a x, sendo c; o coeficiente de proporcionalidade.

Assim, não há economia de escala. Para vencer isso considera-se intervalos de produção onde não existem tais economias  de escala. Proporcionalidade é uma suposição sobre atividades individuais consideradas independentes umas das outras.

4) Aditividade

Considera as atividades do modelo como entidades totalmente independentes, não havendo interdependência entre elas. É o caso da manteiga e margarina.

A proporcionalidade e a Aditividade garantem a linearidade da função-objetiva e das restrições. 

DUALIDADE:


"A cada modelo de programação linear, contendo coeficiente aij , bi e cj corresponde um outro modelo, denominado Dual, formado por esses mesmos coeficientes, porém dispostos de maneira diferente." (PUCCINI, 1942) 


Na forma padrão um modelo de P.L é escrito da seguinte forma:

Max 
 Z =     c1 x1 + c2 x2 + .................+ cn xm 


s. a 
 (y1)
a11x1 +  a12x2 + ........  + a1nxm  ( b1



 (y2)
a21x1 +  a22x2 + ........  + a2nxm  ( b2



   .             .         .                        .         .

   .             .         .                        .         .  

 (ym)   am1x1 +  am2x2 + ........  + amnxm  ( bm


xj ( 0 ( j = 1,....., n )


Se for associado a cada restrição uma variável yi, o problema dual pode ser escrito como:

Min 
 D =    b1 y1 + b2 y2 + ...............+ bm ym 


s. a 
 (y1)
a11y1 +  a21y2 + ........  + am1ym  ( c1



 (y2)
a12y1 +  a22y2 + ........  + am2ym  ( c2



   .             .         .                        .         .

   .             .         .                        .         .  

 (ym)   a1ny1 +  a2ny2 + ........  + amnym  ( cn


yi ( 0 ( i = 1,....., n )

Exemplo: 1) PRIMAL  Max 
 L = 4 x1 + x2 

               s. a 
9x1 +  x2  ( 18    y1




            3x1 + x2  (  12   y2   







x1 e x2  ( 0


        DUAL
  Min 
 D =  18y1 + 12y2 

               s. a 
  9y1 +  3y2  ( 4    x1



 
              y1 + y2  (  1   x2 






  y1  e y2 ( 0


2)  PRIMAL      Max 
 P = 5 x1 + 2x2            ( PUCCINI, pag.136)


               s. a 
  x1                     ( 3    y1




                            x2       (  4   y2   







  x1 + 2x2       (  9   y3

        DUAL
  Min 
 D =  3y1 + 4y2  + 9y3  

               s. a 
  y1        +  y3  ( 5    x1



 
                   y2 + 2y3   ( 2   x2 

Com a dualidade surgem vários novos conceitos e construtos na programação linear. Resolver o Primal através do Método Simplex faz com que o dual seja resolvido automaticamente.


O quadro final do Método Simplex traz a solução dos dois problemas, o Primal e o Dual. No exemplo visto anteriormente, tens-se, como último quadro (ou último modelo equivalente) o seguinte:     


x1
x2
x3
x4
b i

L
0
0
1/6
5/6
13

R1
1
0
1/6
-1/6
1

R2
0
1
-1/2
3/2
9








Ou seja, L = 13 ; x1 = 1 e x2 = 9.

Se resolvemos o Dual, graficamente acharíamos no nosso 1º) exemplo:

Agora só é necessário trocar as curvas de nível de D = 18y1 + 12y2 e traçar paralelas até se atingir o mínimo:  



INTERPRETAÇÃO DO PROBLEMA DUAL

PRIMAL
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Se

    xj é a quantidade de um determinado produto j

    z é o lucro

    bi a quantidade de um determinado recurso i

então:
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logo yi é um preço (não necessariamente de mercado)

No ponto ótimo yi* representa a taxa pela qual a função lucro será aumentada ou diminuída, se a quantidade disponível do recurso i (bi) for aumentada ou diminuída dentro de um certo limite. O limite é determinado pelos valores de bi para os quais a base de solução ótima permanece a mesma.

Observe o último quadro do exemplo dado:

L   0    0    1/6    5/6    |   13  

     1    0    1/6   -1/6    |    1

     0    1   -1/2    3/2    |    9

Observe o quadro inicial

L   -4   -1    0     0    |     0  

       9    1    1     0    |    18

       3    1    0     1    |    12

Se bi = 18 for aumentado para 19 qual a nova solução ? ( lembre-se que as operações são as mesmas pois a matriz tecnológica não mudou).

L   -4   -1    0     0    |     0  

       9    1    1     0    |    18 + 1

       3    1    0     1    |    12

L     0  -5/9    4/9     0    |     8 + 4/9  

       1    1/9    1/9     0    |    2  + 1/9

       0    2/3   -1/3     1    |    6  -  1/3 

L     0     0    1/6     5/6    |    13 + 1/6  

       1     0    1/6    -1/6    |     1  + 1/6

       0     1   -1/2     3/2    |     9   - 1/2 

E se aumentássemos b2 de 12 para 13:

L   -4   -1    0     0    |     0  

       9    1    1     0    |    18 

       3    1    0     1    |    12 + 1

L     0  -5/9    4/9     0    |     8     

       1    1/9    1/9     0    |    2  

       0    2/3   -1/3     1    |    6  +  1 

L     0     0    1/6     5/6    |    13 + 5/6  

       1     0    1/6    -1/6    |     1  -  1/6

       0     1   -1/2     3/2    |     9  + 3/2 

Dessa forma os limites que b1 e b2 podem variar sem mudar a base são:

b1 até 18 unidades a mais

b2 até  6 unidades a mais

O que acontece quando se ultrapassa esses limites?


A base muda, existirá excessos.

Como yi é um preço e representa o quanto se ganharia se existisse mais do recurso i então  yi é um custo de oportunidade por não se ter mais do recurso i. Na literatura yi é designado por vários nomes os mais comuns são:






 Preço sombra ( shadon price )






 Valor implícito 






 Preço interno ( internal price )






 Efficiency price






 Intrisic value






 Incremental value

Pode-se usar agora os conhecimentos econômicos para se interpretar os diversos resultados matemáticos que podem ocorrer na solução de um problema de programação linear.

Por exemplo: 



Se um yi = 0 significa que o recurso i, se for acrescido de uma unidade não afetará em nada o lucro, assim, seu preço é zero logo existe recursos i em excesso (matematicamente a variável de folga é não nula ).


Se um yi ( 0 significa que o recurso i tem um certo valor para a empresa, a empresa pagaria até yi para ter mais do recurso e incrementar seu lucro de yi. Como o preço é positivo o recurso é escasso, não existe desperdício, todo recurso está sendo utilizado logo, matematicamente, a variável de folga é nula.


Essas interpretação são conseqüências do teorema de folga complementar. Existe muito mais interligações entre os problemas Primal e Dual  que podem ser vistas com mais detalhes em PUCCINI, 1972.  

Exemplo de Programação Linear
:

Observações: Problema de recursos limitados a atividades em competição da melhor maneira possível ou de maneira ótima.


A Programação Linear resolve esse problema através de um modelo matemático para descrever o problema em questão.


Programação => refere-se a planejamento.


Linear => refere-se aos tipos de funções envolvidos.

Ex: Hillier e Lieberman - Cap.1 pag.26


Uma fabrica produz vidros de alta qualidade, incluindo janelas e portas de vidro. Ela tem 3 fábricas . Na primeira são feitas esquadrias e ferragens de alumínio; na segunda as esquadrias de madeira  e na terceira é usada para produzir o vidro e montar os produtos.

Dois produtos potenciais:


P1 => Porta de Vidro 2,40m, com esquadrias de alumínio.


P2 => Uma grande janela (1,20x1,80m) de duas folhas e esquadrias de madeira.

· Vende quantos produtos produzir

Resultado da  investigação:

1. Percentagem de capacidade de produção de cada fábrica que estaria disponível para estes produtos .

2. As percentagem requeridas por produtos para cada unidade produzida por minuto.

3. O lucro unitário de cada produto.

Resumo:

Produto \

Fábrica
Capacidade usada por taxa de produção unitária
Capacidade Disponível


1
2


1
1
0
4

2
0
2
12

3
3
2
18

Lucro por unidade
U$3
U$5


Formulação Como um Problema de Programação Linear


x1 e x2  representam o número de unidade dos produtos 1 e 2 por minuto e Z a contribuição resultante para o lucro por minuto.

x1 e x2 são VARIÁVEIS DE DECISÃO para o modelo.

O objetivo  é encontrar x1 e x2 tal que maximizem 

Z = 3x1 + 5x2




Sujeito a restrição   x1 ( 4






      2x2 ( 12





         3x1 + 2x2
 ( 18





     e x1 ( 0  , x2 ( 0









L=13





Conjunto Viável





Conjunto Viável





L=13
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